19.3. Ряды с комплексными членами.


19.3.1. Числовые ряды с комплексными членами. Все основные определения сходимости, свойства сходящихся рядов, признаки сходимости для комплексных рядов ничем не отличаются от действительного случая. 

19.3.1.1. Основные определения. Пусть дана бесконечная последовательность комплексных чисел 
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 будем обозначать 
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Числовой ряд - запись вида  
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Частичные суммы ряда: 
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Определение. Если существует предел S  последовательности частичных сумм ряда при 
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, являющийся собственным комплексным числом, то говорят, что ряд сходится; число S называют суммой ряда и пишут 
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Найдём действительные и мнимые части частичных сумм: 
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EMBED Equation.3[image: image12.wmf]n
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, где символами 
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 обозначены действительная и мнимая части частичной суммы. Числовая последовательность сходится тогда и только тогда, когда сходятся последовательности, составленные из её действительной и мнимой частей. Таким образом, ряд с комплексными членами сходится тогда и только тогда, когда сходятся ряды, образованные его действительной и мнимой частями. 


19.3.1.2. Абсолютная сходимость.

Определение. Ряд 
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 называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд 
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, составленный из абсолютных величин его членов. 

Так же, как и для числовых действительных рядов с произвольными членами, можно доказать, что если сходится ряд 
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, то обязательно сходится ряд 
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 называется условно сходящимся. 

Ряд 
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 - ряд с неотрицательными членами, поэтому для исследования его сходимости можно применять все известные признаки ( от теорем сравнения до интегрального признака Коши).

19.1.3.4. Свойства сходящихся рядов. Для сходящихся рядов c комплексными членами справедливы все свойства рядов с действительными членами:

Необходимый признак сходимости ряда. Общий член сходящегося ряда стремится к нулю при 
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Если сходится ряд 
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, то сходится любой его остаток, Обратно, если сходится какой-нибудь остаток ряда, то сходится и сам ряд.


Если ряд сходится, то сумма его остатка после n-го члена стремится к нулю при 
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Если все члены сходящегося ряда умножить на одно и то же число с, то сходимость ряда сохранится, а сумма умножится на с.


Сходящиеся ряды (А) и (В) можно почленно складывать и вычитать; полученный ряд тоже будет сходиться, и его сумма равна 
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Если члены сходящегося ряда сгруппировать произвольным образом и составить новый ряд из сумм членов в каждой паре круглых скобок, то этот новый ряд тоже будет сходиться, и его сумма будет равна сумме исходного ряда.


Если ряд сходится абсолютно, то при любой перестановке его членов сходимость сохраняется и сумма не изменяется.

Если ряды (А) и (В) сходятся абсолютно к своим сумма [image: image27.wmf]A
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, то их произведение при произвольном порядке членов тоже сходится абсолютно, и его сумма равна [image: image29.wmf]В
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19.3.2. Степенные комплексные ряды. 


Определение. Степенным рядом с комплексными членами называется ряд вида 
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 - постоянные комплексные числа (коэффициенты ряда), 
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 - фиксированное комплексное число (центр круга сходимости). Для любого численного значения z ряд превращается в числовой ряд с комплексными членами, сходящийся или расходящийся. Если ряд сходится в точке z, то эта точка называется точкой сходимости ряда. Степенной ряд имеет по меньшей мере одну точку сходимости - точку 
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. Совокупность точек сходимости называется областью сходимости ряда.


Как и для степенного ряда с действительными членами, все содержательные сведения о степенном ряде содержатся в теореме Абеля.


Теорема Абеля. Если степенной ряд сходится в точке 
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1. он абсолютно сходится в любой точке круга 
[image: image35.wmf]0

1

0

z

z

z

z

-

<

-

;

2. Если этот ряд расходится в точке 
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, то он расходится в любой точке z, удовлетворяющей неравенству 
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 (т.е. находящейся дальше от точки 
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Доказательство дословно повторяет доказательство раздела 18.2.4.2. Теорема Абеля для ряда с действительными членами.

Из теоремы Абеля следует существование такого неотрицательного действительного числа R, что ряд абсолютно сходится в любой внутренней точке круга радиуса R  с центром в точке 
[image: image40.wmf]0
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, и расходится в любой точке вне этого круга. Число R называется радиусом сходимости, круг - кругом сходимости. В точках границы этого круга - окружности 
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 радиуса R  с центром в точке 
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 - ряд может и сходиться, и расходиться. В этих точках ряд из модулей имеет вид 
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 сходится. В этом случае в любой точке окружности 
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2. Ряд 
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 расходится, но его общий член 
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. В этом случае в некоторых точках окружности ряд может сходиться условно, в других - расходиться, т.е. каждая точка требует индивидуального исследования. 

3. Ряд 
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19.4. Элементарные функции комплексной переменной. 

1. Степенная функция 
[image: image51.wmf]n
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 - натуральное. Определена, однозначна и аналитична на всей плоскости С. Действительно, при n=1 [image: image53.wmf]Þ
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 (или, непосредственно, 
[image: image55.wmf]1

lim

lim

0

0

=

D

D

=

D

D

=

¢

®

D

®

D

z

z

z

w

w

z

z

). Далее, 
[image: image56.wmf]z

z

z

z

w

n

×

×

=

=

...

 дифференцируема как произведение дифференцируемых функций. Её производная 
[image: image57.wmf]1

-

=

¢

n

nz

w

 отлична от нуля при 
[image: image58.wmf]0

¹

z

, следовательно, отображение 
[image: image59.wmf]n

z

w

=

 при 
[image: image60.wmf]1

>

n

 конформно в этих точках. (Углы с вершиной в точке 
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 на всей плоскости С; для его однолистности в некоторой области 
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 необходимо, чтобы область помещалась в некоторый сектор раствора 
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2. Показательная функция 
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[image: image75.wmf])

sin

(cos

1

lim

y

i

y

e

n

z

x

n

n

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

$

¥

®

. 


При мнимом 
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Кратко перечислим свойства этой функции.

1. Функция 
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 (доказано в разделе 19.3.3. Примеры вычисления производных).

2. 
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3. Функция 
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3. Тригонометрические функции. Определим эти функции соотношениями 
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4. Гиперболические функции. Эти функции определяются соотношениями 
[image: image94.wmf]2

ch

z

z

e

e

z

-

+

=

,  
[image: image95.wmf]2

sh

z

z

e

e

z

-

-

=

. Из определений следует связь тригонометрических и гиперболических функций: 
[image: image96.wmf]iz

i

z

iz

z

iz

i

z

iz

z

sh

sin

,

ch

cos

,

sin

sh

,

cos

ch

-

=

=

-

=

=

, 
[image: image97.wmf]z

iz

z

iz

z

i

iz

z

i

iz

cos

ch

,

ch

cos

,

sh

sin

,

sin

sh

=

=

=

=

.
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19.5. Интегрирование функций комплексной переменной.


19.5.1. Интеграл от ФКП. 

19.5.1.1. Определение. Пусть на комплексной плоскости С задана ориентированная кусочно-гладкая кривая 
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19.5.1.2. Свойства интеграла от ФКП. Мы доказали, что 
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19.5.2. Интегральная теорема Коши. Это одна из основных теорем теории ФКП.

19.5.2.1. Теорема Коши для односвязной области. Если D - односвязная ограниченная область, 
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Доказательство. Удивительно, но эта важнейшая теорема непосредственно и просто следует из условий Коши-Римана и формулы Грина. Так как, по доказанному выше,  
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Оказывается, что справедлива и обратная теорема Морера: если функция 
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19.5.2.2. Теорема Коши для многосвязной области. Если функция 
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В дальнейшем нам понадобится другая формулировка этой теоремы. Буквами без верхнего индекса будем обозначать контуры, проходимые против часовой стрелки, с верхним минусом  - по часовой. Мы доказали, что 
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19.5.3. Первообразная аналитической функции. Если функция 
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19.6. Теория интегралов Коши.
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Докажем утверждение б. Обозначим 
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Сформулируем несколько следствий из доказанной теоремы.

1. Значения аналитической в некоторой области функции полностью определяются её значениями на границе этой области. Этот факт можно сформулировать в виде теоремы о среднем. Возьмём 
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2. Теорема о среднем. Значение аналитической функции в каждой точке z0 равно среднему арифметическому её значений на любой окружности с центром в точке z0.

Теорема доказана в предположении, что точка z0 лежит внутри контура L. Если z0 находится вне контура, то 
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19.6.3. Бесконечная дифференцируемость аналитической функции. Запишем интегральную формулу Коши в переменных z, t: 
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9.6. Ряды Тейлора и Лорана.
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19.6.1. Ряд Тейлора. Пусть функция 
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Ряд в правой части этого равенства - ряд Тейлора функции 
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Теорема о разложении функции в ряд Тейлора. Если функция 
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Единственность разложения следует из того, что коэффициенты ряда однозначно выражаются через производные функции.


19.6.1.1. Стандартные разложения. Для однозначных функций разложения в ряд Тейлора в принципе не могут отличиться от изучавшихся в прошлом семестре разложений:
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Все эти ряды сходятся к своим функциям на всей плоскости (при 
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То, что эти ряды сходятся при 
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В действительном случае вообще было непонятно, почему этот ряд перестаёт сходиться к 
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При разложении многозначных функций необходимо выделить однозначную ветвь. Обычно задают значение функции в одной точке. Например, 
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Точка, в которой функция теряет аналитичность (она в этой точке вообще не определена) - это 
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Теперь рассмотрим биномиальный ряд для функции 
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19.6.3. Ряд Лорана. Пусть функция 
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, и ряд сходится абсолютно, поэтому его можно почленно интегрировать: 
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. Интеграл по внутренней окружности преобразуем аналогично, учитывая только, что на 
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. И здесь ряд сходится абсолютно, поэтому его можно почленно интегрировать: 
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 расположена внутри этого контура. По теореме Коши для многосвязной области 
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Этот ряд (содержащий и положительные, и отрицательные степени 
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), называется главной. Правильная часть, по самому своему построению, сходится в круге 
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. Так же, как и для ряда Тейлора, разложение в ряд Лорана единственно.


Еще раз подчеркнем, что в ряд Лорана раскладывается функция, аналитическая в кольце, и ширина этого кольца определяется областью аналитичности функции, т.е. разложение теряет смысл, как только функция теряет аналитичность. Рассмотрим 
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